XIII. 1

CHAPITRE XIII : Les circuits a courant alternatif :
déphasage, représentation de Fresnel, phaseurs et réactance.

Dans les chapitres précédents nous avons examiné des circuits qui comportaient
différentes combinaisons de résistances, de condensateurs et d'inducteurs alors qu'ils étaient soit
alimentés par une source de f.é.m. continue, soit indépendants de toute source d'énergie. Les
seules variations dans le temps que nous avons observées résultaient soit du temps que le courant
mettait pour s'établir, lorsqu'on basculait un interrupteur, soit de 1'oscillation de charges entre les
armatures d'un condensateur initialement chargg.

Voyons maintenant ce qui se passe lorsqu'on connecte ces divers ¢léments a une source de
f.é.m. qui délivre une f.€.m. alternative et plus particulierement une f.€.m. de forme sinusoidale.
En effet, nous avons vu (a la section XII.3), que les centrales électriques produisent une tension
sinusoidale. Nous verrons dans ce chapitre qu’il en résulte un courant, lui aussi de forme
sinusoidale, de méme fréquence.

Dans un schéma de circuit, une source de f.€.m. alternative se représente par le symbole

suivant :

Nous prendrons pour convention de représenter les valeurs instantanées des courants et des

tensions alternatives par des lettres minuscules, ainsi que leurs amplitudes, réservant les lettres

majuscules pour les courants et les tensions continues.
XIII.1 : Les circuits A.C. comportant uniquement une résistance

A la figure XIII.1. une résistance R est alimentée par une source de f.¢.m. alternative, v.
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Figure XIII.1.
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D'apres la loi des mailles de Kirchhoff, a chaque instant la tension aux bornes de la résistance
égale celle délivrée par la source : vg = v. Or la loi d'Ohm nous dit qu'a chaque instant, vg = R 1,

ou i est le courant qui circule dans le circuit. Par conséquent :
v=RI,

et le courant aura la méme dépendance temporelle que la tension délivrée par la source a une

constante R pres. Si la source de f.é.m. délivre une tension sinusoidale :

vV = vy sin (0t+d), (XMTL.T)
le courant aura la forme :
i= %R sin(wr+¢) = i, sin(wr + @), (XII1.2)
en posant :
ip =vor/R ; (XI1.3)

ip et vor sont respectivement l'amplitude du courant et de la tension aux bornes de la résistance.
Tension et courant ont la méme fréquence, f = /27 et sont en phase : ils s'annulent en méme
temps, passent par un maximum ou un minimum en méme temps, ainsi que l'illustre la
figure XIII.2, pour ¢ = 0..

Figure XIII.2.

XIIIL.2 : Les circuits A.C. comportant uniquement un condensateur

A la figure XIII.3 un condensateur de capacité C est connecté aux bornes d'une source de
f.é.m. alternative, v. Supposons que celle-ci produise un courant sinusoidal : i = iy sin(@?)

et voyons quelle doit étre la forme de v.
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Figure XIII.3.

D'apres la loi des mailles, nous avons v, = v. D'autre part, nous avons vu a la section X.1 que

vc = ¢/C. La charge q est reliée au courant qui circule dans le circuit par : i = d_?

Remarquons incidemment que 1’équation ci-dessus différe par son signe de celle utilisée a la
Sect.XII.9 dans le contexte de I’étude des circuits LC. Un examen attentif de la Fig. XII.14

révelera en effet que la convention pour le sens positif du courant y était opposée a celle adoptée
sur la Fig. XIII.3.

Dés lors : dg =1 dt =iy sin (mt) dt, ce qui donne apres intégration :

q = -ip/® cos(®t) = ip/® cos (T - ot) . (XIII.4)

Tenant compte de 1'égalité du sinus et du cosinus de deux angles complémentaires, nous avons :

1 . T
q=—sin(—— + wt)
w 2

Dés lors :
] T b4

V= %sin(wt ~2)= viesin(@i =), (XIIL5)

en posant :

U

oC’

ip et voc sont l'amplitude du courant et de la tension aux bornes du condensateur. Tension et

(XIIL6)

VYoc =

courant ont toujours la méme fréquence f = /21 mais ils ne sont plus en phase : ils sont déphasés

de g Cette situation est illustrée a la figure XII1.4.
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Figure XIII.4.

Elle montre que le courant devance la tension de g : la tension s'annule et passe par un

extremum a un temps t plus grand que le courant ; elle est en retard. Quand elle s'annule, le

courant passe par un extremum, quand elle passe par un extremum, le courant s'annule : le
T

déphasage est bien d'un quart de cycle, soit >

XIIL.3 : Les circuits A.C. comportant uniquement un inducteur

A la figure XIIL.5 un inducteur d'inductance L est connecté aux bornes d'une source de
f.é.m. alternative, v. Supposons que celle-ci produise un courant sinusoidal :i = i sin(wt)

et voyons quelle doit étre la forme de v.

<

Figure XIII.5

Ré-écrivons ce schéma sous la forme de la figure XIII.5b, en négligeant pour I’instant qu’il s’agit

d’un circuit fermé (et donc que vg = v¢) :
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Figure XIII.5b

Nous y avons dessiné les conventions faites sur la polarité de la source alternative a ’instant
considéré, a savoir vy — vg=v > 0. Nous définissons le sens positif du courant comme celui dans
lequel le générateur tend a produire un courant, de la borne positive a la borne négative, c’est-a-
dire de la gauche vers la droite sur la Fig. XIII.5b. Nous supposons également que nous nous
trouvons au moment du cycle correspondant & une augmentation du courant : di > 0. La loi de
Lenz nous dit que la force électromotrice induite sera orientée de maniere a s’opposer a cette
augmentation de courant, c’est-a-dire que la bobine peut en principe étre remplacée par une force
¢lectromotrice orientée téte-béche vis-a-vis du générateur, en sorte que va > vc: pareille
orientation de la barriére de potentiel s’oppose au passage du courant positif. Par conséquent,
nous devons écrire va — ve = L di/dt, de maniére a assurer la positivité de va — vc¢ lorsque di > 0.
Nous pouvons maintenant écrire la loi des mailles dans le circuit BAC considéré désormais
comme fermé :

O0=vg—va+va—vct+tvec—vg=-v+Ldi/dt+0

soit encore v = L di/dt.

Avant de poursuivre, remarquons que nous avons désormais appliqué la loi de Lenz un certain
nombre de fois (Fig.XI1.12, XII.14, XIIL.5), de sorte que nous pouvons tirer une recette générale

pour son application lors de la résolution de circuits.

La loi de Lenz peut étre vue comme analogue a la loi d’Ohm, mais pour les courants alternatifs :
une bobine s’oppose au passage du courant alternatif, tout comme une résistance s’oppose au

passge du courant continu (et alternatif !). Dans le cas de la loi d’Ohm, la chute de potentiel au-
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travers d’une résistance, va — vg est égal a R/ si le courant s’écoule du point A au point B, car
alors on doit forcément avoir v4 > vp (le sens positif du courant est de A vers B, puisque le
potentiel de A est plus élevé que celui de B). Pour les inducteurs (loi de Lenz), le méme
raisonnement peut étre appliqué. Avec les conventions des figures XIIL.5 et XIIL.5b ci-dessus, le
potentiel externe force le courant a aller du point A vers le point B, puisque va > vg. Alors
I’application de la loi de Lenz conduit toujours a exprimer vp = v¢ — va = -L di/dt, et en

changeant les signes, on retrouve une relation fort proche de la loi d’Ohm : v4 — v¢ = L di/dt .

Revenons a notre probléme initial. A partir de v =L di/dt, et de I’expression de i =iy sin (®t), on

obtient :

v = L ig cos(mt),

Par des transformations trigonométriques analogues a celles effectuées dans le cas du

condensateur, pour I'expression (XIII.4), on obtient :

v = Lwiosin(mt+g),

ou encore :

<
|

= VoL sin(mt+g) (XIIL7)

en posant :
VoL, = i00)L 5 (XIIL.8)

ip et vor sont I'amplitude du courant et de la tension aux bornes de l'inducteur. Tension et courant

ont la méme fréquence, f = ®/2n mais sont déphasés de g Cette situation est illustrée a la

figure XIIL.6.

-1

Figure XIII.6.
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Elle montre que cette fois, le courant est en retard de L par rapport a la tension.

2
XII1.4 : Les circuits RLC série en courant alternatif
Etudions maintenant le circuit de la figure XIII.7 qui comporte une résistance R, un

inducteur d'inductance L et un condensateur de capacité C, montés en série et alimentés par une

source de f.é.m. alternative sinusoidale de fréquence angulaire m.

Figure XIII.7.

Nous avons vu que dans ce cas, pour chacun de ces trois éléments, le courant était lui
aussi sinusoidal et de méme fréquence que celle de la source. Comme c'est le méme courant i qui

passe en chaque point du circuit de la figure XIII.7, nous avons :
ir =ic =iL =1=1i sin (0t) (XII1.9)
Nous avons vu a la section XIII.1, que dans la résistance, tension et courant sont en phase et que :

vr = R iy sin ((Dt) = Vor Sin ((l)t)

.

A la section XIII.2, nous avons vu que dans un condensateur, le courant devance la tension de >

1. . T . T
Ve =—= g sin(Wt——-) = vy sin(ot — -
A la section XIII.3, nous avons vu que dans un inducteur, le courant est en retard de g par
rapport a la tension :

vi, = 0L iy sin(ot+ g) = vy, sin(®@t+ g)

En appliquant la loi des mailles au circuit de la figure XIII.11, nous avons a chaque

instant :
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Vsource = VR T Ve + VL, (XIII.10)

Comme vg, vc et vp n'ont pas le méme déphasage, ces différentes tensions ne passent pas en
méme temps par leur maximum et 'amplitude de la source n'est pas égale a la somme des

amplitudes de vg, vc et v ; il en va de méme pour les tensions efficaces.
Exemple :

Soit Vg = vgr Sin Mt, avec Vor =2V et ® = mrad/s
Ve = Voc sin (ot—m/2), avec voc =3V,
vL = voL sin (ot+7/2), avec voL =4V.
Dans ce cas, f=0w/2n=0,5Hzet T=1/f=2s.
Calculez vgource pour t=0;0,5;1;1,5; 2 s, lorsque vg, vc et v passent soit par un extrémum

(% vo) soit par zéro :

t(s) Ve (V) ve (V) vi (V) Vsouree (V)
0 0 -3 +4 1

0,5 +2 0 0 2
1 0 +3 -4 -1

1,5 -2 0 0 -2
2 0 -3 +4 +1

On constate que lorsque vg = 0, vc et vi passent par un extremum, 1'un par un maximum, l'autre
par un minimum ; vc et vp sont nuls en méme temps alors que vr est soit maximum soit
minimum. A ces instants Vsouree N'est jamais nulle ce qui indique qu'elle est déphasée a la fois par
rapport a Vg, vc et v !

Pour pouvoir relier la tension efficace de la source a celles des éléments du circuit, tout
comme pour calculer le déphasage de la source par rapport au courant, il faudrait effectuer la
somme des trois sinus d'angles différents dans l'expression XIII.10 et se lancer dans des calculs
trigonométriques longs et fastidieux. Pour faciliter la résolution de ce probléme, on préfére
généralement faire appel a une représentation vectorielle des tensions (représentation de Fresnel)
ou faire appel a des "phaseurs" et travailler dans le plan complexe. Nous allons exposer ces
méthodes dans les deux sections suivantes, en particulier la deuxiéme, que vous utiliserez plus
tard.

XIILS : La représentation de Fresnel
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Pour pouvoir résoudre les circuits alternatifs complexes sans trop de difficultés, on
représente tensions et courants par des vecteurs tournants. Dans le plan Oxy, une tension
v = vy sin (ot + ¢) (ou un courant), est représentée par un vecteur de longueur égale a 'amplitude
de la tension, vy, faisant un angle ot + ¢, avec I'axe Ox (voir figure XIIL.8). C'est donc un vecteur
qui tourne dans le temps avec une fréquence angulaire ®. Cette représentation est appelée
représentation de Fresnel.

y

vV,

wt+ @

Figure XIII.8.

La tension instantanée est donnée par la composante y de ce vecteur : vy = v sin (@t + 0).
Dés lors, une relation comme la relation (XIII.10) devient une relation entre les composantes y
des vecteurs qui représentent les différentes tensions instantanées apparaissant dans cette

relation :

Pour trouver v, il suffit donc de faire 1'addition vectorielle des trois vecteurs représentant vg, vc et
vi et de projeter le vecteur résultant sur 'axe y.
La figure XIII.9.a montre un exemple de représentation des tensions et courant vg, vc, Vi

et 1, a I'instant t, pour le circuit RLC en série de la figure XIIL.7.

a) b) %t»
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Figure XIII.9.

A la figure XIIL.9.b la construction qui permet de calculer la somme vectorielle des vecteurs
représentant, v, vc et v est explicitée. Les vecteurs représentant , vc et vi étant de sens opposés
sont d'abord additionnés. L'amplitude vor étant plus grande que l'amplitude voc, le résultat donne
un vecteur en vert, de méme sens que celui représentant vi et de longueur vor - voc. Ensuite ce
dernier vecteur est ajouté a celui représentant vg, en appliquant la régle du parallélogramme. Le
vecteur représentant la tension de la source v est donné par la diagonale de ce parallélogramme,

qui est ici un rectangle. Sa longueur donne I'amplitude de v :

2, .2
Vo= \/(VOL —voc) +VoR (XIL11)

et 'angle qu'il fait avec le vecteur représentant le courant, ¢, donne le déphasage de la source par

rapport au courant :

cosd = ~OR (XIIL12)
Vo
ou encore :
tgp = ~QL_Y0C (XIIL13)
VOR

Remarquons que tous les vecteurs de la figure XIII.9.a tournent ensemble, avec la méme
fréquence angulaire ® ; les angles qu'ils font entre eux ne changent pas au cours du temps, leurs
longueurs non plus. Dés lors, il suffit de représenter tensions et courant a l'instant t = O et

d'effectuer la somme vectorielle a cet instant (voir figure XIII.10, pour le circuit RLC en série).
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Figure XIII.10.

Exemple :

Appliquons cette méthode a l'exemple de la section XIII.4

VO:\/(VOL_VOC)2+V§R =1’ +2° =\/§=2,24V

Remarquez que vo <vor + voc +tvor=2+3+4=9V ||

— 4-3 1

tgq):VOL VOC: 3:_ ¢:270
Vor 22

Le courant (le long de 1'axe x) est en retard de 27° par rapport a la tension de la source.
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XIII.6 : Les phaseurs et la représentation dans le plan complexe

La méthode vectorielle, proposée a la section précédente, permet de visualiser les
problémes de déphasage dans les circuits alternatifs et de calculer tension résultante et déphasage
plus facilement que par la trigonométrie, dans des cas simples comme celui du circuit RLC série
de la figure XIIL.7. Toutefois elle devient elle aussi difficile a mettre en pratique dans les circuits
complexes. On préfére alors tirer parti des possibilités de calcul avec les nombres complexes
mais l'idée est la méme. Au lieu de représenter tensions et courant par un vecteur de Fresnel, on
le représente par un point dans le plan complexe qui est justement l'extrémité du vecteur de
Fresnel ; les parties réelle et imaginaire du nombre complexe associé sont donc les coordonnées x

et y du vecteur de Fresnel :

Z=X+jy.
ol j=V(-1).
La tension v = vy sin (ot + ¢) (ou un courant) est représentée par le nombre complexe z pour
lequel :Im{z} =y = vy sin(mt + ¢)
Re{z} =x = vy cos(mt + ¢)

A Tmiz)

v, sin(ott+¢ )

Re{z}
>
Vv, cos{mt+ )
On peut donc écrire :
z= v [cos (@t+d) + j sin (Ot+)] = v /@ T ¥ =y, e 1 &l (XIIL.14)

en utilisant la formule d'Euler :
e =cos ¢ +jsin¢.
La tension instantanée est des lors donnée par :

v=1Im {v, e© "}
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et l'addition des tensions instantanées revient a additionner les nombres complexes qui les

représentent et a prendre la partie imaginaire du résultat.
Comme nous l'avions vu dans le cas de la représentation de Fresnel, la relation de phase

entre les différentes tensions restant constante, les calculs peuvent s'effectuer pour t = 0. C'est

pourquoi on travaille avec le phaseur, le nombre complexe :

V= vyl (XII1.15)
associé a une tension instantanée d'amplitude vy et de phase ¢.
Dans le cas du circuit RLC de la figure XIII.7, nous avons les phaseurs suivants :
QR = VoRr, Car ¢=0

i

(SR |

- . T
Ve = Voc € =-vocJ, car ¢=—5

. U

: T
VL = VoL € *=vVoL), car ¢=-.

Le phaseur correspondant a la tension de la source est obtenu par addition des trois phaseurs ci-
dessus, en appliquant les régles de I'addition complexe :
= {’R + Q’C + Q’L

VoR —VoC i+ VoL |

vor + (VoL —Voc)

L'amplitude de la source est obtenue en prenant le module du nombre complexe obtenu :

. 2
vo=|¥| =\/V3R +(VoL —Voc)

et la phase, par exemple, en faisant :

Re{V v
cosd = |§ } = ‘?:

On retrouve bien les résultats (XIII.11) et (XIII.12) obtenus par la méthode de Fresnel.

Exemple :
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Appliquons la méthode des phaseurs a I'exemple de la section XIII1.4

Ve =V + Ve + 9L =2-3j+4j=2+(4-3)j=(2+j)V

source

Par conséquent :

v, =22 +12=+/5=2,24V

2
cosO=——=0,893 et ¢=27°
¢ 2,24 ¢

b

XIII.7 Réactance

XIIIL.7.1 Réactance capacitive

Un condensateur, tout comme une résistance, freine 1'écoulement des charges dans le
circuit, lorsque ses armatures se chargent. Dans le cas d'une résistance, cette propriété de freiner
le courant est quantifiée par la résistance du circuit R = vg/i = vor/ip. De méme, dans le cas d'un
condensateur, on définit une variable Xc, appelée réactance capacitive, qui quantifie la maniére
dont le condensateur freine le courant. A cause du déphasage qui existe entre courant et tension
dans un condensateur, le rapport vc/i varie dans le temps et ne peut donc étre utilisé pour
caractériser le condensateur. C'est donc le rapport des amplitudes de la tension et du courant qui

est utilisé :

Xc = € (XIIL18)

On a aussi Xc¢ = Verr/lefr. Tout comme la résistance, la réactance capacitive s'exprime en ohm. En

remplagant iy par sa valeur, ®C v,c, dans (XIII.18), on obtient :

Xc=—— (XII1.19)

Ce résultat est compréhensible. En effet plus la capacité du condensateur est grande, plus il peut
porter de charges, rendant leur acces a ses armatures plus facile. On s'attend donc a ce que Xc
diminue lorsque C augmente. Contrairement a la résistance qui ne dépend pas de la fréquence, Xc
dépend de la fréquence du courant : elle diminue lorsque ® augmente. En effet, plus la fréquence

est grande, moins les charges ont le temps de s'accumuler sur les armatures du condensateur,

moins ce dernier en freine 1'accés. A la limite, pour du courant continu de fréquence nulle, ® = 0
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et Xc est infini : un condensateur ne laisse pas passer le courant continu. La dépendance de Xc en

la fréquence angulaire o est illustrée a la figure XIII.12.

X,

A

Figure XIII.12.
XIII.7.1 Réactance inductive
Tout comme pour la résistance et pour le condensateur, dans le cas d'un inducteur, on
définit une variable Xi, appelée réactance inductive, qui quantifie la maniére dont l'inducteur

freine le courant. Elle se définit par :

Xy = Vl% . (XII1.20)

On a aussi Xy, = Vee/lesr. La réactance inductive s'exprime, elle aussi, en ohm. En remplagant dans

(XIIL.20), iy par sa valeur, vo/®L, on obtient :

X, = oL (XII1.21)

Cette relation s'explique elle aussi du point de vue physique. Puisque vi = L di/dt, plus L sera
¢levé, pour une valeur de vp donnée, plus di sera faible, ainsi que le courant i ; on s'attend donc a
ce que X croisse en méme temps que L. En outre, plus la fréquence augmente, plus le flux
magnétique varie rapidement a l'intérieur de l'inducteur. Pour que la f.é.m. induite qui en résulte
reste égale a la f.¢.m. de la source, il faut que le courant diminue. On s'attend donc a ce que Xt
augmente avec la fréquence. A la limite, pour du courant continu de fréquence nulle, ® = 0 et
Xr = 0. Un inducteur parfait ne freine pas le passage d'un courant continu. La dépendance de X

en la fréquence angulaire m est illustrée a la figure XIII1.13.
X, 4 /

*

Figure XIII.13.
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XIIL.8 : Exercices

1. a) Quelle est la réactance d'un inducteur de 1 henry a la fréquence de 60 Hz?
b) Quelle est l'inductance d'un inducteur dont la réactance vaut 1 Q a 60 Hz?
¢) Quelle est la réactance d'un condensateur de 1 uf a 60 Hz?

d) Quelle est la capacité d'un condensateur dont la réactance vaut 1 2a 60 Hz?

2. Une self, une capacité et une résistance sont connectées en série a une source de courant
alternatif. A I'aide d'un voltmétre alternatif, on mesure les tensions efficaces aux bornes de
chacun des éléments, a savoir respectivement 100 V, 300 V et 150 V. a) Quelle est la tension
efficace aux bornes de 1'ensemble des trois éléments ? b) Que vaut le déphasage de la source
par rapport au courant ?

3. Reprenez les données de l'exercice 2. a) Ecrivez les phaseurs des tensions aux bornes de la
résistance, de la capacité et de I'inducteur. b) Déduire le phaseur de la source qui alimente ce
circuit RLC en série. c) Un amperemetre de résistance interne négligeable permet de mesurer
un courant SmA ; écrivez le phaseur du courant.

4. Soit le circuit suivant alimenté par une source de tension alternative sinusoidale de fréquence

angulaire ®, d'amplitude v, et de phase nulle :
i(t)
>

ww () 3R —L .
S R

Y

Ona:
vo=2V,R=1kQ, C=1,59 pF et ® =314 rad/s.

a) Ecrivez 'expression analytique de v(t), vr(t), vc(t), ir(t), ic(t) et i(t).

b) Représentez ces différentes tensions et courants dans un diagramme de Fresnel. En
déduire 1'amplitude du courant délivré par la source et son déphasage par rapport a la
tension de la source.

c) Ecrivez les phaseurs des tensions et courants ci-dessus.

Réponses:
1.a) 377 L, b) 2,65 mh, c) 2653 Q, d) 2653 uF

2. 250V, -53°
3.a) 0, =212V ; 9. =424 V; 9, =141jV b) ¥, =(212-283)) V

¢)i=7110>A)
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4. 2) vt) = vr(® = ve(® = 2 sin(3140) V ; ir(t) = 2 sin(314t) mA ;
ic(t) zsin(3l4t+§)mA L i(t) = [2sin(314t)+sin(3l4t+§DmA.

b)io=2,2 mA ; ¢ = 26,6°.
) V=V =V =2V;ig =2mA;ic = jmA;i=(2+j)mA =2,2¢"*mA .



